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Çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ìàòðèö

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ìàòðèöû A ∈ Rn×n ìàòðèöàìè

X ∈ S ⊂ Rn×n ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à îïòèìèçàöèè

min
X∈S

d(A,X),

ãäå d � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íà ìíîæåñòâå ìàòðèö, èçìåðÿþùàÿ

âåëè÷èíó îøèáêè àïïðîêñèìàöèè.

Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê èçìåðåíèþ îøèáêè:

dp(A,X) = (
∑
i,j |aij − xij |p)1/p, p ≥ 1 � ðàññòîÿíèå

Ìèíêîâñêîãî,

d∞(A,X) = maxi,j |aij − xij | � ðàññòîÿíèå ×åáûø¼âà,

dlog(A,X) = maxi,j | log aij − log xij |, ãäå ëîãàðèôì áåðåòñÿ ïî
îñíîâàíèþ áîëüøå åäèíèöû � log-÷åáûø¼âñêîå ðàññòîÿíèå.
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Çàäà÷à log-÷åáûø¼âñêîé àïïðîêñèìàöèè ìàòðèö

Âîçìîæíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è log-÷åáûø¼âñêîé
àïïðîêñèìàöèè ìàòðèö:

ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè.

Ïîäõîä íà îñíîâå òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è,

çàïèñàòü ðåøåíèå â êîìïàêòíîé âåêòîðíîé ôîðìå.

Öåëü ðàáîòû: ïîñòðîèòü ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è îäíîðàíãîâîé
log-÷åáûø¼âñêîé àïïðîêñèìàöèè ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö, èñïîëüçóÿ
ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî:

ñâåñòè çàäà÷ó àïïðîêñèìàöèè ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè,
çàïèñàííîé â êîìïàêòíîé ôîðìå â òåðìèíàõ èäåìïîòåíòíîãî
ïîëóïîëÿ ñ îïåðàöèåé âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìóìà â ðîëè ñëîæåíèÿ;

ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.
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Çàäà÷à îäíîðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè ìàòðèö

Çàäà÷à log-÷åáûø¼âñêîé àïïðîêñèìàöèè ïîëîæèòåëüíîé
ìàòðèöû A = (aij) ïðè ïîìîùè ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû
X = (xij) èìååò âèä

min
X

max
i,j
| log aij − log xij |,

ãäå ëîãàðèôì áåðåòñÿ ïî îñíîâàíèþ áîëüøå åäèíèöû.
Â ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ëîãàðèôìà äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

max
i,j
| log aij − log xij | = logmax

i,j
max(aijx

−1
ij , xija

−1
ij ).

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

min
X

max
i,j

max(aijx
−1
ij , xija

−1
ij ).

Ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà X ðàíãà 1 èìååò ïðåäñòàâëåíèå
X = stT, ãäå s = (si) è t = (tj) � ïîëîæèòåëüíûå âåêòîðû.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî xij = sitj , ïðèõîäèì ê çàäà÷å

min
s,t

max
i,j

max(s−1i aijt
−1
j , sia

−1
ij tj).
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Ýëåìåíòû òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè èç
ðàáîò [Ìàñëîâ è Êîëîêîëüöîâ, 1994; Êðèâóëèí, 2009].

Èäåìïîòåíòíîå ïîëóïîëå

Èäåìïîòåíòíîå ïîëóïîëå � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,⊕,⊗,0,1).
Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ⊕ è óìíîæåíèÿ ⊗ àññîöèàòèâíû è
êîììóòàòèâíû, óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ. Äàëåå çíàê óìíîæåíèÿ ⊗ äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåòñÿ.

Äëÿ êàæäîãî x 6= 0 ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíò
x−1 òàêîé, ÷òî x−1x = 1.

Ñëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíûì, òî åñòü x⊕ x = x äëÿ
âñåõ x ∈ X.

Ïðèìåðû

(max,+)-àëãåáðà: Rmax,+ = (R ∪ {−∞},max,+,−∞, 0),
max-àëãåáðà: Rmax,× = (R+,max,×, 0, 1), ãäå R+ � ìíîæåñòâî

íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
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Ýëåìåíòû òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè

Ìàòðèöû

Xm×n � ìíîæåñòâî ìàòðèö íàä X ðàçìåðà m× n.
Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö è óìíîæåíèå ìàòðèöû íà
÷èñëî âûïîëíÿþòñÿ ïî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëàì ñ çàìåíîé
îáû÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà îïåðàöèè ⊕ è ⊗.
Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïî ñòîëáöàì, åñëè îíà íå èìååò
íóëåâûõ ñòîëáöîâ.

Äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ìàòðèöû A = (aij) ∈ Xm×n îïðåäåëåíà
ìóëüòèïëèêàòèâíî ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà A− = (a−ij) ∈ Xn×m ñ

ýëåìåíòàìè a−ij = a−1ji , åñëè aji 6= 0, è a−ij = 0 � èíà÷å.

Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ∈ Xn×n îïðåäåëèì ìàòðèöó
A∗ = I ⊕A⊕ · · · ⊕An−1.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè
ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê âìåñòå ñ òàêîé æå ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ
åå íåëüçÿ ïðèâåñòè ê áëî÷íî-òðåóãîëüíîìó âèäó.
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Ýëåìåíòû òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè

Âåêòîðû

Xn � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ðàçìåðà n.

Âåêòîð íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò íóëåé.

Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x = (xi) ∈ Xn îïðåäåëåí
ìóëüòèïëèêàòèâíî ñîïðÿæåííûé âåêòîð-ñòðîêà x− = (x−i ), ãäå
x−i = x−1i , åñëè xi 6= 0, è x−i = 0 � èíà÷å.

Ñîáñòâåííîå ÷èñëî è âåêòîð ìàòðèöû

×èñëî λ ∈ X è íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ Xn íàçûâàþòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû
A ∈ Xn×n, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó Ax = λx.

Ëþáàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n èìååò ñîáñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

λ =

n⊕
m=1

⊕
1≤i1,...,im≤n

(ai1i2 · · · aimi1)1/m.

Äëÿ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.
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Ýëåìåíòû òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè

Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ � íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû
A ∈ Xn×n, è ââåäåì ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

Aλ = λ−1A, A+
λ = Aλ ⊕ · · · ⊕An

λ.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå λ, íàõîäÿòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ñòðîÿòñÿ ìàòðèöû Aλ è A+
λ ;

èç òåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A+
λ , ó êîòîðûõ äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò

ðàâåí ÷èñëó 1, ñîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà Āλ;

âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò âèä Āλu, ãäå u �
ïðîèçâîëüíûé ðåãóëÿðíûé âåêòîð.

Âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû ðåãóëÿðíû.
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Ðåøåíèå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

Çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû A = (aij) ïðè
ïîìîùè ìàòðèöû X = stT, ãäå s = (si), t = (tj), èìååò âèä

min
s,t

max
i,j

max(s−1i aijt
−1
j , sia

−1
ij tj).

Ïðè çàìåíå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íà îïåðàöèè èäåìïîòåíòíîãî
ïîëóïîëÿ Rmax,× ïîëó÷èì çàäà÷ó

min
s,t

⊕
i,j

(s−1i aijt
−1
j ⊕ sia

−1
ij tj).

Â âåêòîðíîì âèäå çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä

min
s,t

s−A(t−)T ⊕ tTA−s.

Ïîëîæèâ x = s, y = (t−)T, ïîëó÷èì çàäà÷ó òðîïè÷åñêîé
îïòèìèçàöèè â ôîðìå

min
x,y

x−Ay ⊕ y−A−x.
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Çàäà÷à òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

Ïóñòü çàäàíà íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A ∈ Xn×n è òðåáóåòñÿ íàéòè âñå
ðåãóëÿðíûå âåêòîðû x è y, êîòîðûå ðåøàþò çàäà÷ó

min
x,y

x−Ay ⊕ y−A−x.

Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ëåììà (Êðèâóëèí, 2009)

Ïóñòü A � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà, µ � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ

ìàòðèöû AA−. Òîãäà ìèíèìóì â çàäà÷å òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

ðàâåí µ1/2 è äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà x è y = µ−1/2A−x �

ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö AA− è A−A, ñîîòâåòñòâóþùèå µ.
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Ðåøåíèå çàäà÷è òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

Äëÿ íåíóëåâîé ìàòðèöû A ∈ Xn×n òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó
òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè â âèäå

min
x,y

x−Ay ⊕ y−A−x.

Òåîðåìà

Ïóñòü A � íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, µ � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû

AA−. Ïóñòü (AA−)µ = µ−1AA− è (A−A)µ = µ−1A−A.

Òîãäà ìèíèìóì â çàäà÷å òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ðàâåí µ1/2, à âñå

ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

x = (AA−)∗µv ⊕ µ−1/2A(A−A)∗µw,

y = µ−1/2A−(AA−)∗µv ⊕ (A−A)∗µw,
v,w ∈ Xn.
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Ðåøåíèå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è îäíîðàíîãîâîé log-÷åáûø¼âñêîé
àïïðîêñèìàöèè ïóòåì ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè

min
s,t

s−A(t−)T ⊕ tTA−s.

Òåîðåìà

Ïóñòü A � ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà, µ � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ

ìàòðèöû AA−. Ïóñòü (AA−)µ = µ−1AA− è (A−A)µ = µ−1A−A.

Òîãäà ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü log-÷åáûø¼âñêîé àïïðîêñèìàöèè

ìàòðèöû A ðàâíà logµ1/2, à âñå àïïðîêñèìèðóþùèå ìàòðèöû èìåþò

âèä stT, ãäå

s = (AA−)∗µv ⊕ µ−1/2A(A−A)∗µw,

tT = (µ−1/2A−(AA−)∗µv ⊕ (A−A)∗µw)−,
v,w ∈ Xn.

Â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äîñòèãàåòñÿ, êîãäà s �

ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû AA−, à tT = µ1/2(A−s)−.

Òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ: íå áîëåå, ÷åì O(n4).
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Ðåøåíèå çàäà÷è òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
Ñëó÷àé ðåãóëÿðíîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû

Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Xn×n òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó òðîïè÷åñêîé
îïòèìèçàöèè

min
x,y

x−Ay ⊕ y−A−x.

Òåîðåìà

Ïóñòü A � ðåãóëÿðíàÿ ïî ñòîëáöàì ìàòðèöà, à µ � ñïåêòðàëüíûé

ðàäèóñ ìàòðèöû AA−. Ïóñòü (AA−)µ = µ−1AA−.
Òîãäà ìèíèìóì â çàäà÷å òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ðàâåí µ1/2, à âñå

ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè

x =(AA−)∗µu, u ∈ Xn,

µ−1/2A−x ≤ y ≤ µ1/2(x−A)−.

Ïðåäëîæåíèå

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A ìíîæåñòâî ðåøåíèé

çàäà÷è òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, îïèñàííîå â ýòîé òåîðåìå,

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, äàííûì ïðåäûäóùåé òåîðåìîé.
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Ðåøåíèå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è îäíîðàíîãîâîé log-÷åáûø¼âñêîé
àïïðîêñèìàöèè ïóòåì ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè

min
s,t

s−A(t−)T ⊕ tTA−s.

Òåîðåìà

Ïóñòü A � ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà, µ � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ

ìàòðèöû AA−. Ïóñòü (AA−)µ = µ−1AA−.
Òîãäà ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü log-÷åáûø¼âñêîé àïïðîêñèìàöèè

ìàòðèöû A ðàâíà logµ1/2, à âñå àïïðîêñèìèðóþùèå ìàòðèöû èìåþò

âèä stT, ãäå

s =(AA−)∗µu, u ∈ Xn,

µ−1/2s−A ≤ tT ≤ µ1/2(A−s)−.

Òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ: íå áîëåå, ÷åì O(n4).
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Ðåøåíèå çàäà÷ â îáùåì âèäå
Ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

Òîãäà

ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îäíîðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè â
log-÷åáûø¼âñêîì ñìûñëå ðàâíà

1

2
| log(a11a−112 a

−1
21 a22)|,

àïïðîêñèìèðóþùàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà è èìååò âèä(
(a311a12a21a

−1
22 )

1/4 (a11a
3
12a
−1
21 a22)

1/4

(a11a
−1
12 a

3
21a22)

1/4 (a−111 a12a21a
3
22)

1/4

)
.
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Ðåøåíèå çàäà÷ â îáùåì âèäå
Îáðàòíî ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû

Ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ Xn×n ÿâëÿåòñÿ îáðàòíî
ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè A = A−.
Ïðè n = 3 îáðàòíî ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A =

1 a−1 b−1

a 1 c−1

b c 1

 .

Òîãäà

ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îäíîðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè â
log-÷åáûø¼âñêîì ñìûñëå ðàâíà

1

3
| log(ab−1c)|,

àïïðîêñèìèðóþùàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà è èìååò âèä 1 (a2bc−1)−1/3 (ab2c)−1/3

(a2bc−1)1/3 1 (a−1bc2)−1/3

(ab2c)1/3 (a−1bc2)1/3 1

 .
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Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòû:

Èññëåäîâàíà çàäà÷à îäíîðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè
ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàññòîÿíèÿ ×åáûø¼âà
â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå.

Îñóùåñòâëåí ïåðåõîä îò çàäà÷è ìèíèìèçàöèè log-÷åáûø¼âñêîãî
ðàññòîÿíèÿ ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
çàïèñàíà è ðåøåíà â òåðìèíàõ òðîïè÷åñêîé ìàòåìàòèêè.

Ïîëó÷åíû ïîëíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è òðîïè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
äëÿ ïðîèçâîëüíîé è ðåãóëÿðíîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèö.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû
ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàíû òåîðåìû, îïèñûâàþùèå âñå ìíîæåñòâî
àïïðîêñèìèðóþùèõ ìàòðèö â çàäà÷àõ îäíîðàíãîâîé
àïïðîêñèìàöèè â log-÷åáûø¼âñêîì ñìûñëå.

Íàéäåí ÿâíûé âèä àïïðîêñèìèðóþùåé ìàòðèöû äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà 2 è îáðàòíî
ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ïîðÿäêà 3.
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