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Введение: общая постановка задачи

Временной ряд

Вещественный временной ряд длины N : F = (f0, . . . , fN−1), fi ∈ R.

Пусть имеется временной ряд F1 = S1 + R1 длины N , где
1 Сигнал S1 – детерминированная составляющая ряда.
2 Шум R1 – случайная (мешающая) составляющая ряда.

Задача: выделить сигнал S1.

Пусть помимо ряда F1 имеется временной ряд F2 длины N .

Идея: использование ряда F2 при выделении сигнала S1 может
помочь выделить сигнал более точно.

В работе используется:
Для анализа одного ряда – метод SSA.
Для анализа двух рядов – метод MSSA.

Подробное описание теории методов SSA и MSSA — в работе
[Golyandina et al., 2015].
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Схема получения оценок сигнала методами
SSA и MSSA

Вход:
Ряд F1 = S1 + R1 длины N , длина окна 1 ≤ L ≤ N , r
(MSSA) Ряд F2 длины N

Схема:
Объект F оценка сигнала S̃1

L ↓ ↑
матрица ряда X = T (F) r→ оценка матрицы сигнала Xr

Рекомендации (SSA): L ∼ N/2, r = rank T (S1)

SSA: F = F1, X = T (F1) =


f
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0 f
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MSSA: F = (F1;F2), X = [T (F1); T (F2)] = [X1;X2]
Выход:

S̃SSA- оценка S1 методом SSA
S̃MSSA- оценка S1 методом MSSA

3/15 Федоров Никита Алексеевич, гр. 14.Б02-мм Поддерживающие временные ряды в MSSA



Формализация: общая постановка

Модель: F1 = S1 + R1

S̃SSA, S̃MSSA– оценки S1

Ошибка оценки S̃1 сигнала S1: MSE(S̃;S1) =
1
N

∑N−1
i=0 (s̃i − si)2,

где S1 = (s0, . . . , sN−1), а S̃ = (s̃0, . . . , s̃N−1)

MSESSA = MSE(S̃SSA,S1) – ошибка оценки сигнала методом
SSA
MSEMSSA = MSE(S̃MSSA,S1) – ошибка оценки сигнала методом
MSSA

Определение
F2 поддерживающий для F1: MSEMSSA < MSESSA
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Формализация: модель для исследования

Модель:
F1 = S1 + R1, F2 = S2 + R2

R1, R2 – два независимых белых гауссовских шума со средними,
равными 0, и дисперсиями σ2

1 , σ
2
2 , соответственно.

r = rSSA для S̃SSA, r = rMSSA для S̃MSSA

Рассматриваем случаи:

Константных сигналов: s(i)j ≡ ci – константы

Гармонических сигналов: s(i)j = Ai cos(2π(j + 1)/Ti)

Для гармонических сигналов:
Сигналы одинаковой структуры:
T1 = T2 6= 2⇒ rSSA = rMSSA = 2

Сигналы разной структуры: T1 6= T2, T1, T2 6= 2⇒ rSSA = 2,
rMSSA = 4

Для константных сигналов: сигналы всегда одинаковой структуры:
rSSA = rMSSA = 1
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Схема исследования

Задачи:
1 Исследование структуры: определить, как структура рядов

F1,F2 влияет на то, является ли F2 поддерживающим для F1.
2 Случай неизвестного сигнала: выяснить, как, не зная сигнала

S1, определить, является ли F2 поддерживающим для F1.

Схема исследования:
1 Исследование структуры:

1 Теоретические результаты для константных сигналов
2 Численные эксперименты для гармонических сигналов
3 Задача масштабирования F2 для константных

сигналов – аналитически
2 Случай неизвестного сигнала:

1 Идея алгоритма CHOICE определения поддерживающих рядов
2 Исследование качества алгоритма CHOICE
3 Приведение рекомендаций по выбору параметров алгоритма

CHOICE
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Исследование структуры: теоретические
результаты

Результаты для константных сигналов:

c1, c2 – значения констант
σ1, σ2 – значения уровня шума
EMSESSA, EMSEMSSA – матожидания ошибок оценки сигнала

Утверждение

Для первого порядка EMSESSA при L =
[
N+1
2

]
верно:

EMSE
(1)
SSA ∼

26σ2
1

9N при N →∞.

Утверждение
Пусть a = c2

c1
и b = σ2

σ1
. Для первого порядка EMSEMSSA при

L =
[
N+1
2

]
верно: EMSE

(1)
MSSA ∼

σ2
1

9N ·
15a4+4a2b2+37a2+26

a4+2a2+1 при N →∞.
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Исследование структуры: теоретические
результаты

Результаты для константных сигналов:

s̃
(1)
l – первый порядок восстановления сигнала S1 в точке на l-ой
позиции

Ds̃(1)l – дисперсия s̃(1)l

Утверждение

Пусть L− 1 ≤ l ≤ K − 1. При L < N
2 Ds̃(1)l не зависит от F2 и

задаётся выражением Ds̃(1)l =
σ2
1(1+2L2)

3L3 .

Следствие: наибольшее влияние F2 на MSEMSSA при L =
[
N+1
2

]
.
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Исследование структуры: гармонические
сигналы
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(a) Сигналы одинаковой структуры
(T1 = T2 = 10)
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(b) Сигналы разной структуры (T1 =
10, T2 = 7)

Рис. 1: Зависимость ÊMSEMSSA от σ2 и сравнение с ÊMSESSA для
гармонических сигналов (A1 = 30, A2 = 20, σ1 = 5, N = 100)

Пороговое значение: для сигналов одинаковой структуры ∃σ(0)
2 :

σ2 < σ
(0)
2 ⇒ ÊMSEMSSA < ÊMSESSA

σ2 > σ
(0)
2 ⇒ ÊMSEMSSA > ÊMSESSA
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Исследование структуры: масштабирование F2

Идея: F2 → αF2, α > 0.
Введём: U(α) = EMSEMSSA /EMSESSA

Утверждение

Опишем поведение U(α) в зависимости от SNR(F1)/ SNR(F2):
1 При SNR(F1)/ SNR(F2) <

7
8 U(α) убывает на (0,+∞). При всех

значениях α ряд αF2 в среднем является поддерживающим для
F1.

2 При 7
8 ≤ SNR(F1)/SNR(F2) U(α), убывая, достигает своего

минимума в точке α0, после чего, возрастая, сходится к
некоторому значению U+∞:

В случае SNR(F1)/ SNR(F2) <
11
4

значение U+∞ < 1 и ряд αF2

также в среднем остаётся поддерживающим для F1 при всех
значениях α.
В случае SNR(F1)/ SNR(F2) ≥ 11

4
значение U+∞ ≥ 1 и ряд αF2

в среднем уже не будет поддерживающим для F1 при достаточно
больших значениях α.
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Исследование структуры: масштабирование F2
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Рис. 2: Зависимость поведения отношения ошибок оценки сигнала U(α)
от масштабирующего параметра α
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Случай неизвестного сигнала: идея

По определению: MSESSA Q MSEMSSA → Ряд F2

(не) поддерживающий для F1.
Проблема: в реальных задачах сигнал неизвестен ⇔ не вычислить
MSESSA, MSEMSSA.
Идея:

1 Делить ряд на две части
2 Строить прогноз одной части ряда по другой
3 Вычислять γSSA, γMSSA– ошибки прогноза
4 γSSA Q γMSSA → Решение: ряд F2 (не) поддерживающий для F1

Алгоритм: CHOICE(k, rSSA, rMSSA, L = L(k))

k – длина отрезка, по которому строится прогноз
rSSA, rMSSA – значения параметра r для SSA и MSSA прогнозов
L – значение параметра длины окна для SSA и MSSA прогнозов

Для исследования качества:
PCHOICE = P(1{γMSSA<γSSA} = 1{MSEMSSA<MSESSA}) – вероятность
правильного определения, является ли ряд поддерживающим
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Случай неизвестного сигнала: качество
алгоритма для гармонических сигналов

Пусть известна структура двумерного сигнала (S1;S2). При всех
значениях σ2 P̂CHOICE > 0.5.

0.6

0.8

1.0

0 5 10 15 20
Sigma2

P
ro

ba
bi

lit
y

(a) Сигналы одинаковой структуры
(T1 = T2 = 10, rSSA = rMSSA = 2)
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(b) Сигналы разной структуры (T1 =
10, T2 = 7, rSSA = 2, rMSSA = 4)

Рис. 3: Зависимость P̂CHOICE от σ2 для гармонических сигналов для
N = 100, k =

[
3N
4

]
, L =

[
k+1
2

]
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Случай неизвестного сигнала: рекомендации
по выбору параметров

Пусть известны ранги сигналов S1, S2.

Проблема: неизвестно, имеют ли сигналы S1, S2 одинаковую или
разную структуру ⇒ неизвестен ранг сигнала (S1;S2).

Численное моделирование (гармонические сигналы):
Параметры rSSA, rMSSA рекомендуется брать равными
rankS1 + rank S2

Параметр k рекомендуется брать достаточно большим (k ≥ N
2 )
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Заключение

В моей работе были получены следующие результаты:
1 В задаче об исследовании структуры:

Были получены теоретические результаты, описывающие
поведение MSESSA,MSEMSSA для константных сигналов.

С помощью моделирования были исследованы свойства
MSESSA,MSEMSSA для гармонических сигналов одинаковой и
разной структуры.

Получены теоретические результаты, описывающие поведение
MSEMSSA при масштабировании второго ряда в случае
константных сигналов.

2 В задаче о неизвестном сигнале:
Был разработан алгоритм CHOICE определения того, является
ли ряд поддерживающим.

С помощью моделирования было исследовано качество
алгоритма CHOICE в случае гармонических сигналов.

Были приведены рекомендации по выбору параметров
алгоритма CHOICE.
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