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Ââåäåíèå

1 Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ äâà òèïà C�îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ:
îïòèìàëüíûå ïëàíû ýêñòðàïîëÿöèè è îïòèìàëüíûå ïëàíû äëÿ
îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíîé.

2 Ïëàíû ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ îáû÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ìîäåëåé
èçâåñòíû ñ íà÷àëà 1960õ (Êàðëèí, Ñòàääåí, 1976)

3 Ïëàíû äëÿ îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ íåäàâíî èçó÷åíû â ðàáîòå
(Dette, Melas, Pepelyshev,2010)

4 Â ìîåé ðàáîòå ýòè ïëàíû èçó÷àþòñÿ äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ
ìîäåëåé áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà

5 Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå îïòèìàëüíîãî ïëàíà ýêñòðàïîëÿöèè ñ
D�îïòèìàëüíûì.
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Çàäà÷à ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè:

yj = θT f(tj) + εj , j = 1, . . . , N.

N � êîëè÷åñòâî ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ;

θ = (θ1, . . . , θn)T � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû;

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))T � âåêòîð ðåãðåññèîííûõ
ôóíêöèé;

t1, . . . , tm � óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà;

ε1, . . . , εN � îøèáêè íàáëþäåíèé;

χ = [a, b] � îáëàñòü ïëàíèðîâàíèÿ.
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Ïëàí ýêñïåðèìåíòà, C� îïòèìàëüíûé ïëàí

Âèä ïëàíà

ξ =

(
t1 · · · tm
ω1 · · · ωm

)
,

m∑
i=1

ωi = 1.

ãäå m - êîëè÷åñòâî òî÷åê ïëàíà;

ïîä èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöåé ïëàíà ξ áóäåì ïîíèìàòü
ìàòðèöó:

M(ξ) =

∫
f(t)fT (t)ξ(dt);

Ïëàí íàçûâàåòñÿ C-îïòèìàëüíûì, åñëè îí ìèíèìèçèðóåò
âåëè÷èíó Φ(ξ).

Φ(ξ) =

{
cTM−(ξ)c, åñëè ∃v : c = M(ξ)v, (äîïóñòèìûé ïëàí);

∞, èíà÷å.

M−(ξ) � îáîáùåííî-îáðàòíàÿ ìàòðèöà.
Ýòîò ïëàí ìèíèìèçèðóåò äèñïåðñèþ îöåíêè ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ âåëè÷èíû θTc. Îí çàâèñèò îò âåêòîðà c.
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Òåîðåìà Ýëâèíãà

Òåîðåìà Ýëâèíãà (1952)(Dette, Melas, Pepålyshev 2010)

Åñëè ôóíêöèè f1(x), . . . , fn(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà
êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ïëàíèðîâàíèÿ χ;

îøèáêè óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíûì óñëîâèÿì;

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí äîïóñòèìûé ïëàí.

òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð p è ïëàí ξ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì:

|pT f(x)| ≤ 1, x ∈ χ;
|pT f(ti)| = 1, i = 1, 2, . . . ,m äëÿ íåêîòîðîãî m ≤ n;
c = h

∑
i∈1:m f(ti)ωip

T f(ti).

Òàêîé ïëàí ÿâëÿåòñÿ Ñ-îïòèìàëüíûì. ti, i = 1, . . . ,m � åãî òî÷êè.
Ìíîãî÷ëåí pT f(x) íàçîâåì ýêñòðåìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì.
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Íàõîæäåíèå âåñîâ ïëàíà ýêñòðàïîëÿöèè

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü: f(x) = (x, x2, . . . , xn)T.
Ìíîæåñòâî ïëàíèðîâàíèÿ χ = [a, b].
Ïëàí ýêñòðàïîëÿöèè � òàêîé ïëàí, â êîòîðîì
c = (f1(z), . . . , fn(z))T, z /∈ χ.
Èç òåîðåìû Ýëâèíãà áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî âåñà äëÿ ïëàíîâ
ýêñòðàïîëÿöèè íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

ωi =
|Li(z)|∑m
i=1 |Li(z)|

.

Li(z) =
z ·
∏
i 6=j(z − tj)

ti ·
∏
i6=j(ti − tj)

,

z � òî÷êà, õàðàêòåðèçóþùàÿ âåêòîð c : c = (z, z2, . . . , zn)T.

6/16 Êàðîëü Ïåòð Àíäðååâè÷, ãð. 14Á02-ìì Ïëàíèðîâàíèå è àíàëèç äëÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé



Îïîðíûå òî÷êè ïëàíà ýêñòðàïîëÿöèè

Â ñëó÷àå n = 2k + 1 ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà Tn(x) íå èìåþò
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Ïîëó÷åíî, ÷òî â îïòèìàëüíîì ïëàíå n òî÷åê
èç n+ 1. Áåç êàêîé-ëèáî èç òî÷åê a èëè b.

Â ñëó÷àå n = 2k ïîëó÷åíà ôîðìóëà ìíîãî÷ëåíà P (x),
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû Ýëâèíãà:

P (x) = Tk

(((
x− a+ b

2

)
· 2

b− a

)2

·
(

1 + cos
π

2k

)
− cos

π

2k

)
.

Òî÷êè ïëàíà ýêñòðàïîëÿöèè:

t =

{
±

√
cos iπk + cos π

2k

1 + cos π
2k

· b− a
2

+
a+ b

2

}
, i = 0, . . . , k − 1.
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Âèçóàëèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà

Ýêñòðåìàëüíûé ìíîãî÷ëåí â ñëó÷àå n = 4.

Ðèñ.: Ìíîãî÷ëåí P (x).
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë íàéäåì ïëàí ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ ìîäåëè
÷åòâåðòîé ñòåïåíè fT(x) = (x, x2, x3, x4) íà îòðåçêå χ = [−1, 1] ïðè
z = 2.

ξ =

(
−1 −0.6436 0.6436 1

0.083 0.227 0.442 0.248

)
.

D-êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè èìååò âèä:

log detM(ξ) 7→ max
ξ
.

Èçâåñòíûé ðåçóëüòàò D�îïòèìàëüíîãî ïëàíà äëÿ ýòîé æå ìîäåëè
[Wong, 1995]:

ξ =

(
−1 −0.654 0.654 1
0.25 0.25 0.25 0.25

)
.
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Ñðàâíåíèå ïëàíà ýêñòðàïîëÿöèè è D-îïòèìàëüíîãî

Cðàâíèâ íàéäåííûé ïëàí ýêñòðàïîëÿöèè ñ èçâåñòíûì
D�îïòèìàëüíûì ïî D�êðèòåðèþ ìîäåëè f(x) = (x, x2, x3, x4)T íà
îòðåçêå χ ∈ [−1, 1] ïîëó÷èì:

4
√
M(ξdopt)

4
√
M(ξcopt)

=
4

√
5.24

2.76
= 1.17.

Ýòè æå ìîäåëè ñðàâíèâ ïî C�êðèòåðèþ, ïðè z = 2, c = (2, 4, 8, 16)T

ïîëó÷èì:

cTM−1(ξdopt)c

cTM−1(ξcopt)c
=

6879

5467
= 1.26.
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Ñðàâíåíèå ïëàíà ýêñòðàïîëÿöèè è D-îïòèìàëüíîãî

Ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ïëàíà ýêñòðàïîëÿöèè è D�îïòèìàëüíîãî
ïëàíà â ñëó÷àå n = 4.
Êðàñíàÿ ëèíèÿ � çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ âåëè÷èíû, cðàâíèâàþùåé
ïëàíû ïî C�êðèòåðèþ â çàâèñèìîñòè îò âåêòîðà c. ×åðíàÿ ëèíèÿ �
cðàâíåíèå ïî D�êðèòåðèþ.
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Ïëàíû îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíîé

Ïëàí îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ ïëàí:

D(θTf ′(z)) 7→ min
ξ
,

Òî åñòü c = (f ′1(z), . . . , f ′n(z))T.
Â ðàáîòå (Dette, Melas, Pepelyshev, 2010) ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ
îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ:

1 ÷åáûøåâñêèé;

2 ïîëó÷åáûøåâñêèé;

3 íå÷åáûøåâñêèé.

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ñóùåñòâóåò òîëüêî ÷åáûøåâñêèé òèï ïëàíà.

Ïðè z ∈ [−0.5, 0.5] ξ∗ =

(
−1 1

0.5− z 0.5 + z

)
;

ïðè z ∈ R/[−0.5, 0.5] ξ∗ =

(
−1 1

0.5− 1

4z
0.5 +

1

4z

)
.
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Ïëàíû îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíîé, n = 3

Ñëó÷àé n = 3.

Ìíîãî÷ëåí óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû Ýëâèíãà:
P (x) = 4x3 − 3x. ×åáûøåâñêèé òèï ïëàíà âîçìîæåí áåç îäíîé
êàêîé-ëèáî òî÷êè ýêñòðåìóìà. Îí ðåàëèçîâàí äëÿ ïðîìåæóòêà:
R\((−0.577,−0.289) ∪ (0.289, 0.577)).
Äëÿ îñòàâøèõñÿ ïðîìåæóòêîâ áûë íàéäåí ïëàí, â êîòîðîì òî÷êè

ïëàíà: ± 1

2a
, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìíîãî÷ëåíó:

P (x) = 4(ax)3 − 3(ax). Ïëàí äëÿ z ∈ (0.289, 0.577):

ξ∗ =

 − 1

2a

1

2a
1− 3/(2

√
3)

2

1 + 3/(2
√

3)

2

 , a =
1

2
√

3z
.
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Ïëàíû îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíîé, n = 4

Ñëó÷àé n = 4.

Ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû Ýëâèíãà:
P1(x) = 4x3 − 3x. P2(x) = (3 + 2

√
2)x4 − (2 + 2

√
2)x2.

Áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ÷åáûøåâñêèå ïëàíû ñ îïîðíûìè 4 òî÷êàìè
ñóùåñòâóþò íà z ∈ (0, 0.235) ∪ (0.3023, 0.4027)∪
∪[0.663, 0.804] ∪ (0.8503,∞).
Íà îñòàëüíîì ïðîìåæóòêå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áûë ÷èñëåííî
ïîñòðîåí íå÷åáûøåâñêèé âàðèàíò. Ïðèìåð ïðè z = 0.5:

ξ∗ =

(
−1 −0.6113 0.8169

0.0055 0.1952 0.7993

)
.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå.

Èçó÷åíû äâà ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿ C� îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ:
îïòèìàëüíûå ïëàíû ýêñòðàïîëÿöèè è îïòèìàëüíûå ïëàíû
îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ;

ïîëó÷åíû ïëàíû ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ìîäåëè
áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà äëÿ âñåõ n;

ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïëàíà ýêñòðàïîëÿöèè ñ D�îïòèìàëüíûì
ïëàíîì â ñëó÷àå n = 4;

ïîëó÷åíû ïëàíû îöåíèâàíèÿ ïðîèçâîäíîé íà îòðåçêå [−1, 1] â
ñëó÷àå ìàëûõ n.
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