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ÂâåäåíèåÑòàíäàðòèçèðîâàííûé E-êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè:

� E-êðèòåðèé

• ìèíèìèçèðóåò äëèíó ãëàâíîé îñè ýëëèïñîèäà ðàññåÿíèÿ
• õîðîøî èçó÷åí (Ìåëàñ, 1997)

• íå ýôôåêòèâåí ïðè îöåíêå ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ â ïîëèíîìèàëüíîéìîäåëè

� ïðîöåäóðà ñòàíäàðòèçàöèè (Äåòòå, 1997)
• ïîçâîëÿåò íîðìèðîâàòü êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè
• ïðèìåíèìà ê ðàçëè÷íûì êðèòåðèÿì
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü ðåãðåññèè íà îòðåçêå X = [a, b]

Ey(x) = θ0 + θ1x
1

+ · · · + θnx
n
, (1)

� X � ìíîæåñòâî ïëàíèðîâàíèÿ;

� f(x) = (1, x1 , . . . , xn)
T � âåêòîð áàçèñíûõ ôóíêöèé;

� θ = (θ0 , . . . , θn)T � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.Îïðåäåëåíèå 1. Ïðèáëèæåííûì ïëàíîì ýêñïåðèìåíòà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíàÿâåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå X. Òàêóþ ìåðó ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå ìàòðèöû

ξ =

 
x0 . . . xm

ω0 . . . ωm

!
.Ïóñòü KT θ � îöåíèâàåìàÿ ñèñòåìà ïàðàìåòðîâ, ãäå K = (k1, . . . ,ks) ∈ R

(n+1)×s .Äëÿ êàæäîãî ïëàíà ξ îïðåäåëèì ìàòðèöó M(ξ) =
∫

X
f(x)fT (x)dξ(x).Îïðåäåëåíèå 2. Ïëàí ξ íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ îöåíêè ñèñòåìûïàðàìåòðîâ KT θ, åñëè range(K) ⊂ range(M(ξ)).Ðåïåøêî Â. È. Ñòàíäàðòèçèðîâàííûå E-îïòèìàëüíûå ïëàíû 3/10



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (ïðîäîëæåíèå)Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ äîïóñòèìîãî ïëàíà ξ èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöåé äëÿîöåíêè ñèñòåìû ïàðàìåòðîâ KT θ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
CK(ξ) = CK(M(ξ)) = (K

T
M

−
(ξ)K)

−1
. (2)Ñòàíäàðòèçàöèÿ:

� ξ∗
j � îïòèìàëüíûé ïëàí äëÿ îöåíêè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè k

T
j θ;

� ∆ � s × s äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè (kT
j M−(ξ∗

j )kj)
−1/2.Îïðåäåëåíèå 4. Ñòàíäàðòèçèðîâàííîé èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöåé ïëàíà ξ äëÿîöåíêè ñèñòåìû ïàðàìåòðîâ KT θ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

ĈK(ξ) = ĈK(M(ξ)) = (∆K
T
M

−
(ξ)K∆)

−1
. (3)Îïðåäåëåíèå 5. Ïëàí ξ∗ íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòèçèðîâàííûì E-îïòèìàëüíûìïëàíîì äëÿ îöåíêè ñèñòåìû ïàðàìåòðîâ KT θ, åñëè íà íåì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóìâåëè÷èíû λmin(ĈK(ξ)) ïî âñåì äîïóñòèìûì ïëàíàì ξ.
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

� Ñâîéñòâà ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ E-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ:
• èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà;
• ñèììåòðè÷íîñòü.

� Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â îáùåì ñëó÷àå.
� ßâíûé âèä îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè â ñëó÷àå 0 ∈ [a, b].

� ßâíûé âèä îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ â ñëó÷àå 0 /∈ (a, b).
� Ñðàâíåíèå ñ E-îïòèìàëüíûìè ïëàíàìè.
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Ñâîéñòâà ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ E-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâÈçìåíåíèå ìàñøòàáà X −→ γX = {γx | x ∈ X}, γ > 0

ξ =

 

x0 . . . xm

ω0 . . . ωm

!

7−→ ξγ =

 

γx0 . . . γxm

ω0 . . . ωm
!

.

Îòðàæåíèå X −→ X̂ = {−x | x ∈ X}

ξ =

 

x0 . . . xm

ω0 . . . ωm

!
7−→ ξ̂ =

 
−x0 . . . −xm

ω0 . . . ωm

!
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ξ∗ åñòü ñòàíäàðòèçèðîâàííûé E-îïòèìàëüíûé ïëàí äëÿ îöåíêèïàðàìåòðîâ θ0 , . . . , θn íà ìíîæåñòâå ïëàíèðîâàíèÿ X, òîãäà

� ïëàí ξ∗
γ åñòü ñòàíäàðòèçèðîâàííûé E-îïòèìàëüíûé ïëàí íà ìíîæåñòâåïëàíèðîâàíèÿ γX;

� ïëàí ξ̂∗ åñòü ñòàíäàðòèçèðîâàííûé E-îïòèìàëüíûé ïëàí íà ìíîæåñòâåïëàíèðîâàíèÿ X̂.
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Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â îáùåì ñëó÷àåÒåîðåìà 2. Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå ïðè n > 2ñòàíäàðòèçèðîâàííûé E-îïòèìàëüíûé ïëàí äëÿ îöåíêè ñèñòåìûïàðàìåòðîâ θ0 , . . . , θn åäèíñòâåíåí. Íîñèòåëü îïòèìàëüíîãî ïëàíà âêëþ÷àåò êîíöûîòðåçêà.Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (n = 1) ïðè óñëîâèè 0 ∈ [a, b]ñòàíäàðòèçèðîâàííûé E-îïòèìàëüíûé ïëàí åäèíñòâåíåí è çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ξ
∗

=

 

a b

1 − ω∗ ω∗

!
,ãäå

ω
∗

=
3a2 + b2

4(a2 + b2)
.Ñëåäñòâèå 1. Â ñëó÷àå, êîãäà èíòåðâàë ïëàíèðîâàíèÿ X ñèììåòðè÷åí,ñòàíäàðòèçèðîâàííûé E-îïòèìàëüíûé ïëàí òàêæå ñèììåòðè÷åí, ò. å. åñëè òî÷êà xâõîäèò â íîñèòåëü ïëàíà ñ âåñîì ω, òî òî÷êà −x òàêæå âõîäèò â íîñèòåëü ñ òåì æåâåñîì ω.
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Ñëó÷àé íå ñîäåðæàùèõ íóëÿ èíòåðâàëîâÒåîðåìà 3. Ïóñòü íîëü íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé èíòåðâàëà X = [a, b].Îïðåäåëèì sk = cos(kπ/n) è s ′
k = b + (a − b) (1 − sk)/2, k = 0, . . . , n. Ïóñòü ÷èñëà

hkj è cj îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè

n∏

j=0
j 6=k

x − s ′
j

s ′
k − s ′

j

=

n∑

j=0

hkjx
j
, Tn

�

2 x − a − b

b − a

�
=

n∑

j=0

cjx
j
,

ãäå Tn(x) = cos(n arccos(x)) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà äëÿ îöåíêèêàæäîé ïîäñèñòåìû ïàðàìåòðîâ (θj1
, . . . , θjs)T ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûéñòàíäàðòèçèðîâàííûé E-îïòèìàëüíûé ïëàí ξ∗. Íîñèòåëü σ ïëàíà ξ∗ çàäàåòñÿñîîòíîøåíèåì σk = s ′

k, k = 0, . . . , n. Âåêòîð âåñîâ w ïëàíà ξ∗ çàäàåòñÿñîîòíîøåíèåì

wk =
(−1)k

s

s∑

µ=1

hkjµ

cjµ

, k = 0, . . . , n.
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Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè. Êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëü
Ey(x) = θ0 + θ1x + θ2x

2
, x ∈ [−r, r].
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� ýôôåêòèâíîñòü E-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ
� ýôôåêòèâíîñòü ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ E-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ
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ÂûâîäûÑòàíäàðòèçèðîâàííûå E-îïòèìàëüíûå ïëàíû

� èíâàðèàíòíû ê ìàñøòàáíûì èçìåíåíèÿì ìíîæåñòâà ïëàíèðîâàíèÿ;
� ýôôåêòèâíåå E-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ïðè îöåíêå ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ;
� â ñëó÷àå 0 /∈ (a, b) ïîñòðîåíû â ÿâíîì âèäå;
� â ñëó÷àå 0 ∈ (a, b) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ÷èñëåííî (öåëåâàÿ ôóíêöèÿóíèìîäàëüíà).
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