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ОсновныеОсновные понятияпонятия
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ОперацииОперации сс матрицамиматрицами
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СобственныеСобственные значениязначения ии векторывекторы

ЛинейноеЛинейное векторноевекторное пространствопространство

-- этоэто линейнаялинейная оболочкаоболочка вектороввекторов
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СистемыСистемы линейныхлинейных уравненийуравнений

bxA =⊗

dxxA ⊕=⊗
xCbxA ⊗=⊕⊗

nRdbx ∈,,
CA,

гдегде
– квадратныеквадратные матрицыматрицы

ПрименениеПрименение::

ЗадачиЗадачи планированияпланирования

ПроизводственныеПроизводственные
задачизадачи

СистемыСистемы сс очередямиочередями
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ИмеющиесяИмеющиеся результатырезультаты
ИзвестнаИзвестна геометрическаягеометрическая интерпретацияинтерпретация
линейнойлинейной оболочкиоболочки двухдвух вектороввекторов вв . . 
ЭтоЭто полосаполоса, , натянутаянатянутая
нана векторывекторы..
ДоказанДоказан следующийследующий результатрезультат

НайденоНайдено частноечастное решениерешение уравненияуравнения

КривулинКривулин НН..КК. . ОО решениирешении линейныхлинейных уравненийуравнений вв идемпотентнойидемпотентной алгебреалгебре//// МатематическиеМатематические моделимодели. . 
ТеорияТеория ии приложенияприложения. . ВыпВып.5. .5. СборнСборн. . НаучнНаучн. . СтатейСтатей./ ./ ПодПод редред. . ММ..КК. . ЧирковаЧиркова. . СПбСПб. . ВВМВВМ, 2004. , 2004. сс.105.105

2R

bxA =⊗
( ) TbbAbx −=⊗= −−− ,

( ) ( )( ) 0=⊗⊗⊗⇔∈
−−− bAbAALb
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ОбщееОбщее решениерешение ..
УтверждениеУтверждение..
ОбщееОбщее решениерешение имеетимеет следующийследующий видвид::

bxA =⊗

( )( ) ,, −− ⊗⊕⊗= vbADAbx
,Rv∈ ( ) { },,,, 1 sDDbAD …∈гдегде { }

ppkk ddiagD =
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,,, 1 p
k

kkp
d

pp

…ε

pkk aa ,,1 …

( ) bxaa pkk =⊗,,1 …

векторавектора образуютобразуют минимальнуюминимальную
линейнолинейно независимуюнезависимую
системусистему ии pRx∈∃
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ОбщееОбщее решениерешение ..
УтверждениеУтверждение..
ОбщееОбщее решениерешение имеетимеет следующийследующий видвид::

bxA =⊗

( )( ) ,, −− ⊗⊕⊗= vbADAbx

,Rv∈ ( ) { },,,, 1 sDDbAD …∈гдегде { }
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pkk aa ,,1 …

( ) bxaa pkk =⊗,,1 …

векторавектора образуютобразуют минимальнуюминимальную
линейнолинейно независимуюнезависимую системусистему ии pRx∈∃
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b

1a 2a

ГеометрическаяГеометрическая интерпретацияинтерпретация

( )ALb∉
РешенийРешений нетнет

( ) ( )( ){ }ALALb ∂∈ \
РешениеРешение существуетсуществует ии единственноединственно

( )( )ALb ∂∈
РешенийРешений бесконечнобесконечно многомного

21,aa -- линейнолинейно зависимызависимы

2 2 бесконечныхбесконечных семействасемейства решенийрешений
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ЛинейнаяЛинейная оболочкаоболочка вектороввекторов
УтверждениеУтверждение..
ЛинейнаяЛинейная оболочкаоболочка матрицыматрицы равнаравнаA ( ) ( ),SMAL =
гдегде S –– этоэто проекцияпроекция линейнойлинейной оболочкиоболочки нана плоскостьплоскость ,01 =++ nxx "

M –– этоэто движениедвижение параллельнопараллельно векторувектору ( )1,,11 …
G
=

ВВ общемобщем случаеслучае длядля вектороввекторов сечениесечение представляетпредставляет собойсобой
заполненныйзаполненный --угольникугольник вв

ВыведеныВыведены аналитическиеаналитические формулыформулы, , определяющиеопределяющие координатыкоординаты
вершинвершин сечениясечения длядля двухдвух вектороввекторов вв
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СечениеСечение линейнойлинейной оболочкиоболочки
СС помощьюпомощью численногочисленного моделированиямоделирования полученыполучены всевсе
возможныевозможные видывиды линейныхлинейных оболочекоболочек 1,2,31,2,3--хх вектороввекторов вв
АлгоритмАлгоритм основаноснован нана следующемследующем утвержденииутверждении

ВидВид сечениясечения зависитзависит отот векторавектора

),( baL

nR

( ) ( )( ) 0=⊗⊗⊗⇔∈
−−− bAbAALb

−⊗= abδ

),( baL)(aL

31 δδ = 321 δδδ ≠≠
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КлассификацияКлассификация::
1 1 класскласс. . ДляДля любойлюбой
парыпары вектороввекторов
различныразличны координатыкоординаты
векторавектора
2 2 класскласс. . УУ однойодной парыпары
вектороввекторов естьесть равныеравные
координатыкоординаты векторавектора
3 3 класскласс. . УУ 22--хх парпар
вектороввекторов естьесть равныеравные
координатыкоординаты векторавектора
4 4 класскласс. . ВекторВектор длядля
любойлюбой парыпары имеетимеет
равныеравные координатыкоординаты

СечениеСечение линейнойлинейной оболочкиоболочки 33--хх
вектороввекторов

3 класс 4 класс

1 класс 2 класс

δ

δ

δ
δ
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УравнениеУравнение dxxA ⊕=⊗ dxxA ⊕=⊗
УтверждениеУтверждение..

еслиесли , , тото решенийрешений нетнет0rT <A

еслиесли , , тото решениемрешением являетсяявляется любойлюбой
собственныйсобственный векторвектор матрицыматрицы , , длядля несобственныхнесобственных
вектороввекторов уравнениеуравнение эквивалентноэквивалентно
системесистеме

0rT =A

⎩
⎨
⎧

≤
=⊗

dx
dxA

припри еслиесли –– собственныйсобственный векторвектор, , тогдатогда
решениерешение естьесть

0rT >A d
dx ⊗= −1λ

( )( ) dAdA ⊗⊗⊗=
−−−δ( ) ,−− ⊗⊗≥ Adx δ

ВсеВсе решениярешения должныдолжны удовлетворятьудовлетворять неравенствунеравенству
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УравнениеУравнение dxxA ⊕=⊗ dxxA ⊕=⊗
УтверждениеУтверждение..

еслиесли , , тото решенийрешений нетнет0rT <A

еслиесли , , тото решениемрешением являетсяявляется любойлюбой
собственныйсобственный векторвектор матрицыматрицы , , длядля несобственныхнесобственных
вектороввекторов уравнениеуравнение эквивалентноэквивалентно
системесистеме

0rT =A

⎩
⎨
⎧

≤
=⊗

dx
dxA

припри еслиесли –– собственныйсобственный векторвектор, , тогдатогда
решениерешение естьесть

0rT >A d
dx ⊗= −1λ

( )( ) dAdA ⊗⊗⊗=
−−−δ( ) ,−− ⊗⊗≥ Adx δ

ВсеВсе решениярешения должныдолжны удовлетворятьудовлетворять неравенствунеравенству
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УравнениеУравнение dxCxA ⊕⊗=⊗ dxCxA ⊕⊗=⊗

⎩
⎨
⎧

=⊗
=⊕⊗

yxC
ydyR

⎩
⎨
⎧

=⊗
⊗=⊕

yxA
yRdy

TTT ARC =⊗

УтверждениеУтверждение..
( ) ( )TT CLAL ⊂ЕслиЕсли , , тото исходнаяисходная системасистема

эквивалентнаэквивалентна

находитсянаходится изиз уравненияуравнения

( ) ( )TT CLAL ⊃ЕслиЕсли , , тото исходнаяисходная системасистема

эквивалентнаэквивалентна

R
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РезультатыРезультаты
ПолученыПолучены формулыформулы, , описывающиеописывающие сечениесечение
линейнойлинейной оболочкиоболочки двухдвух вектороввекторов
ПостроенПостроен алгоритмалгоритм нахождениянахождения координаткоординат
вершинвершин сечениясечения линейнойлинейной оболочкиоболочки вектороввекторов
ПредложенаПредложена классификацияклассификация линейнойлинейной
оболочкиоболочки вектороввекторов
НайденоНайдено общееобщее решениерешение уравненияуравнения
ДляДля уравненияуравнения полученополучено частноечастное
решениерешение
ДоказаноДоказано, , чточто уравнениеуравнение припри
выполнениивыполнении некоторыхнекоторых условийусловий нана линейныелинейные
оболочкиоболочки матрицматриц можноможно свестисвести кк системесистеме
известныхизвестных уравненийуравнений

bxA =⊗
bxxA ⊕=⊗

xCbxA ⊗=⊕⊗
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РезультатыРезультаты
ПолученыПолучены формулыформулы, , описывающиеописывающие сечениесечение

линейнойлинейной оболочкиоболочки двухдвух вектороввекторов
ПостроенПостроен алгоритмалгоритм нахождениянахождения координаткоординат

вершинвершин сечениясечения линейнойлинейной оболочкиоболочки вектороввекторов
ПредложенаПредложена классификацияклассификация линейнойлинейной оболочкиоболочки

вектороввекторов
НайденоНайдено общееобщее решениерешение уравненияуравнения bxA =⊗
ДляДля уравненияуравнения полученополучено частноечастное

решениерешение
bxxA ⊕=⊗

ДоказаноДоказано, , чточто уравнениеуравнение припри
выполнениивыполнении некоторыхнекоторых условийусловий нана линейныелинейные
оболочкиоболочки матрицматриц можноможно свестисвести кк системесистеме
известныхизвестных уравненийуравнений

xCbxA ⊗=⊕⊗
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РисРис. 4. . 4. ПостроениеПостроение линейнойлинейной оболочкиоболочки двухдвух
вектороввекторов..

11 a⊗α
2a

2a′

2a ′′

1a
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СечениеСечение линейнойлинейной оболочкиоболочки 33--хх
вектороввекторов

321 ∂=∂=∂ 32 ∂=∂

321 ∂=∂=∂
32 ∂=∂

32 ∂=∂
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